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El saber, entendido como fuerza que impulsa de manera determinante al desa-
rrollo, tanto individual como social, constituye una condición necesaria para el
crecimiento, la democracia, la equidad y la libertad.

En el contexto de la sociedad del conocimiento, la formación media supe-
rior se ha convertido en un tema de atención prioritaria para las instituciones
educativas. Sus nuevas tendencias, oportunidades y posibilidades, su función de
enlace entre los niveles básico y profesional y su situación estratégica en el pro-
ceso formativo, dotan al bachillerato de un gran potencial.

El libro que tienes en tus manos es producto de un muy estimable esfuerzo
hecho por la Universidad  Nacional Autónoma de México para fortalecer al ba-
chillerato. Forma parte de la Colección Conocimientos Fundamentales para la
enseñanza media superior, concebida bajo la visión de que los acelerados cam-
bios y transformaciones de las últimas décadas en los diversos campos del saber
y del quehacer humano, deben reflejarse en los contenidos educativos del siglo
que inicia. En tal sentido, este ciclo de estudios está siendo objeto de un profun-
do análisis.

Entre los aspectos que, sin duda, impulsarán al bachillerato, están su articu-
lación orgánica con las etapas educativas posteriores; el establecimiento de es-
trategias de atención a requerimientos pedagógicos específicos; la modificación
curricular sustentada en el perfil de egreso y en los conocimientos relevantes y
pertinentes que requiere el estudiante; el mejoramiento de la docencia, y la in-
corporación de nuevas tecnologías a la enseñanza-aprendizaje en esta etapa.

Presentación



Con base en lo anterior, la Secretaría de Desarrollo Institucional, en cola-
boración con la Escuela Nacional Preparatoria, el Colegio de Ciencias y Huma-
nidades y el Consejo Académico del Bachillerato de la UNAM, ha emprendido
un programa conducente a replantear los contenidos temáticos de las disciplinas
que se imparten en este nivel de estudios.

Los libros y materiales de la Colección Conocimientos Fundamentales para
la enseñanza media superior son el punto de partida para establecer los cimien-
tos de una formación que, efectivamente, te proporcione una cultura general
interdisciplinaria y de capacidades específicas para que puedas responder a las
exigencias de un entorno cada vez más complejo y demandante. Dichos conoci-
mientos, además de las habilidades y valores correspondientes, deben prepararte
también para el aprendizaje a lo largo de tu vida.

La Colección cuenta con la participación de destacados académicos de la
Universidad, en el marco de un programa institucional destinado a rendir sus
mejores frutos en beneficio de los jóvenes del bachillerato en México y en
América Latina.

Dr. Juan Ramón de la Fuente
Rector de la Universidad
Nacional Autónoma de México
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La Secretaría de Desarrollo Institucional, en colaboración con la Escuela
Nacional Preparatoria, el Colegio de Ciencias y Humanidades y el Consejo
Académico del Bachillerato de la UNAM, emprendió la tarea de reflexionar so-
bre los contenidos temáticos de las disciplinas que se imparten en el bachillera-
to, bajo la premisa de que la enseñanza media superior tiene como objetivos
principales la formación de estudiantes que continúen sus estudios en la licen-
ciatura y el posgrado, con posibilidades reales de incorporarse a la vida laboral,
con un claro compromiso social.

Las disciplinas elegidas para trabajar en una primera etapa fueron: biología,
filosofía, física, geografía, matemáticas, literatura y química. Se formaron grupos
de trabajo integrados por profesores del bachillerato, la licenciatura y el posgrado,
que definieron los conocimientos fundamentales de cada disciplina, en función
de su desarrollo reciente, de su pertinencia en el marco de la enseñanza media
superior y del impulso a la interdisciplina.

La definición de los conocimientos fundamentales tiene como fin el deter-
minar los saberes básicos e imprescindibles con que los estudiantes deben contar
al término del ciclo del bachillerato y proporcionar a los alumnos una cultura
general de la disciplina, que les permita estar preparados para incursionar en
nuevos espacios del saber.

Una vez establecidos tales conocimientos, se integraron grupos de trabajo
más amplios para elaborar los contenidos de los libros, de los discos compactos
y de la página web, que son los tres materiales de apoyo a tu formación que in-
cluye este programa. Éstos se insertan en el marco de la Colección Conocimien-
tos Fundamentales para que puedas usarlos con la orientación y apoyo de tus
profesores.

Prefacio



La definición y la producción de los materiales de esta Colección, contó
con la amplia participación de la Escuela Nacional Preparatoria, el Colegio de
Ciencias y Humanidades, el Consejo Académico del Bachillerato, la Facultad
de Filosofía y Letras, la Facultad de Ciencias, la Facultad de Química, el Ins-
tituto de Ecología, el Instituto de Geografía, el Instituto de Investigaciones
Filosóficas, el Instituto de Matemáticas, el Instituto de Física, el Instituto de
Investigaciones en Materiales, el Centro de Ciencias Físicas, la Dirección Gene-
ral de Servicios de Cómputo Académico, la Coordinación de Universidad
Abierta y Educación a Distancia, la Dirección General de Actividades Cinema-
tográficas, la Dirección General de Divulgación de la Ciencia, la Dirección
General de Televisión Universitaria y la Dirección de Literatura. También con-
tribuyó en la tarea un selecto grupo de miembros de la Academia Mexicana de
Ciencias, quienes hicieron sugerencias para mejorar los materiales. A todos
ellos, nuestro reconocimiento y gratitud.

El Programa de Fortalecimiento del Bachillerato, del que forma parte la
Colección Conocimientos Fundamentales es una iniciativa de la UNAM desti-
nada a apoyar y fortalecer los estudios de bachillerato en lengua española.

Con esta primera serie de libros y materiales para siete disciplinas, nues-
tra Universidad inicia esta Colección que habrá de enriquecerse con una serie
de nuevos títulos, realizados con la calidad y el profesionalismo propios de
nuestra Casa de Estudios. Están dirigidos a los maestros y estudiantes del nivel
medio superior.

Dra. Rosaura  Ruiz Gutiérrez
Secretaria de Desarrollo Institucional
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MÓDULO 1
Funciones

El curso de Cálculo Diferencial e Integral empieza con el estudio de las funciones. Supondremos que los 
alumnos ya conocen los números reales, las propiedades de las operaciones aritméticas y su interpreta-
ción geométrica en la recta. También suponemos que conocen el Plano Cartesiano y la representación 

geométrica de las ecuaciones de primer grado como rectas en el plano.

El estudio básico de las funciones se lleva a cabo en los primeros cuatro módulo del texto. En este primer 
módulo se introduce la definición de función como una regla de correspondencia entre elementos de dos con-
juntos, que normalmente serán conjuntos de números reales. Esta regla puede darse mediante una o varias 
fórmulas algebraicas. En los siguientes módulos se estudia la gráfica de una función y se da una clasificación 
de las funciones más importantes, y se introducen las operaciones entre funciones.
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Funciones
En una tienda de abarrotes la ganancia por la venta de cada barra de chocolate es de 40 centavos. Elabora una 
tabla que nos indique la ganancia obtenida, en pesos, por la venta de 1 hasta 10 barras. ¿Cuál será la ganancia 
al vender 200 barras de chocolate?

 Solución:

Hacemos una tabla de dos columnas; en la primera indicamos el número de barras y en la segunda la cantidad 
de pesos recibida como ganancia al vender esas barras:

Al observar la regla que hemos seguido para formar esta tabla, podemos responder que la ganancia por una 
venta de 200 barras es de 80 pesos.

En general, la ecuación  

g x x( ) = 0 40.

nos da la ganancia (en pesos), que por razones obvias llamamos  g, que se obtiene al vender x barras de cho-
colate.

En el ejemplo anterior vemos que a cada cantidad de barras vendidas se le asocia una ganancia, de modo tal 
que a cada cantidad de barras vendidas le corresponde un valor único de la ganancia.

En multitud de situaciones y sucesos de muy diversas características el hombre ha podido percatarse que los 
valores de una cierta cantidad y dependen, del modo anteriormente descrito, de los valores de otra cantidad x, 
es decir: a cada valor de x le corresponde un único valor de y.

En uno de los módulo siguientes se darán muchos ejemplos al respecto; por ahora podemos mencionar los 
siguientes:
•  El área y de un cuadrado depende de la longitud x de su lado:

y x= 2 .
•   La rapidez y con que un cuerpo recorre una distancia de 10 kilómetros depende del tiempo x que emplea 

para hacerlo: 

y
x

= 10
.

No. de  
barras

Ganancia
en pesos

1 0.40

2 0.80

3 1.20

4 1.60

5 2.00

6 2.40

7 2.80

8 3.20

9 3.60

10 4.00
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En todos estos casos decimos que y varía con x y de manera más precisa decimos que y es una función de x. 
Además, y es entonces llamada la variable dependiente y x la variable independiente.

Una de nuestras herramientas más poderosas para entender nuestro entorno es la colección de fórmulas 
que hemos podido establecer para relacionar diversas cantidades que nos interesan en momentos o situaciones 
particulares.

Lo anterior llevó a introducir la noción matemática de función. De una manera un tanto informal decimos:
Se establece una función de un conjunto A en un conjunto B, cuando se da una regla (criterio o ley) a través 

de la cual asociamos a cada elemento x de  A un único elemento y de B; a dicha regla se le denomina la regla 
de correspondencia o de asociación de la función y se le denota por una letra, digamos f. Todo esto se resume 
con la siguiente notación:

f A B: → .

Observamos que para tener una función, debemos contar con 2 conjuntos, que pueden ser iguales entre sí, 
y una regla de correspondencia con las características antes descritas. Cuando no hay lugar a confusión, 
nos referimos a una función mediante la letra que usamos para su regla de correspondencia; por ejem-
plo, en el caso que nos ocupa podemos hablar simplemente de la función f. El conjunto  A es llamado el 
dominio de la función y para señalarlo escribimos Dom f A= . El conjunto B es llamado el codominio o 
contradominio de la función f. 

Se acostumbra denotar por f(x) al elemento y de B que está asociado al elemento x de A a través de f. 
Usamos las siguientes expresiones para referirnos a  f(x): f de x,  f en x, el valor que toma f en x y la imagen 
de f en x.

En el ejemplo introductorio tenemos una función cuyo dominio es el conjunto

A = { }1 2 3 9 10, , , ..., , ,

su codominio es

B = { }0 40 0 80 1 20 4 00. , . , . , ..., .

 y la regla de correspondencia  f es: a 1 asociarle 0.40, a 2 asociarle 0.80, etcétera. Es decir, 

f f f f( ) . ( ) . ( ) . ... ( )1 0 40 2 0 80 3 1 20 10= = = =, , , , 44 00. .

Cuando se tiene una función f A B: →  y x en  A, también se acostumbra decir que  f envía a x en f(x) o f  
transforma a x en  f(x) y escribir  x f x→ ( ).

La primera de estas dos últimas expresiones nos sugiere usar la siguiente:  f envía a los elementos de  A en B 
y nos lleva a considerar que la función es un utensilio que envía, “dispara” o “proyecta’’ objetos de un conjunto 
sobre objetos de otro conjunto; esto queda reflejado mediante el siguiente diagrama, mismo que con frecuencia 
se usa para indicar que hay una función f: A→  B 
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La segunda expresión: f transforma a x en f(x), da la idea de que una función actúa a manera de un artefacto que 
al introducirle un elemento de un conjunto A produce un elemento de un conjunto B, de la misma manera que 
una máquina transforma los insumos en un producto final. Todas estas imágenes son aceptables si nos ayudan 
a manejar el concepto de función.

Ejemplos

1.  Determinar si el siguiente diagrama corresponde a una función del conjunto A, que tiene tres puntos, en el 
conjunto de B, que consta de cuatro.

 Solución:

Como a cada elemento de A se le asocia un único elemento de B, entonces el diagrama sí corresponde a 
una función. El hecho de que hay un elemento en B que no es el asociado de un punto de A no contradice la 
definición, pues en ésta no se exige que cada elemento de B sea el asociado de un elemento de A.

2.  Determinar si el siguiente diagrama corresponde a una función.

Figura 1-1

Figura 1-2

Figura 1-3
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 Solución:

Como cada elemento del conjunto A, compuesto por 4 puntos, tiene asociado un único elemento de B, en-
tonces el diagrama sí corresponde a una función.

En este ejemplo sucede que dos elementos de A tienen asociado el mismo elemento de B,  

3.  Determinar si el siguiente diagrama corresponde a una función.

 Solución:

Puesto que hay un elemento del dominio que tiene asociado a dos elementos del contradominio, distintos 
entre sí, el diagrama no corresponde a una función.

Para cualquier función f : A B→ , definimos la imagen o rango de la función f como la colección de 
todos los elementos f(x), con x A∈ , es decir, todos aquellos elementos de B que fueron los asociados a los 
elementos de  A. Este conjunto se denota por f(A) o bien Im f.

Es claro que Im f es un subconjunto del codominio B y puede suceder que Im f sea un subconjunto propio 
del codominio, es decir, que sea un subconjunto del codominio que no coincida con él, lo cual se denota por 
Im f  B; tal es el caso para la función representada en la siguiente figura:

Aquí, Im f es un subconjunto propio del codominio.

Figura 1-4

Figura 1-5
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Modos de expresar la regla de 
correspondencia de una función
1.  Modo Tabular. Este es el modo más explícito; en él se especifica individualmente el asociado de cada 

elemento de A. El nombre de modo tabular, se justifica por lo que se dice en el siguiente ejemplo, que nos 
recuerda al ejemplo introductorio.
 Sea f : , , , , , , , , ,1 2 3 1 0 1 3 6 7 9 13{ }→ −{ } la función cuya regla de correspondencia es la que hace las siguien-
tes asociaciones: 

1  →  1
2  →  3
3  →  6

Lo anterior equivale a dar la siguiente tabla:

En este ejemplo, el dominio es A = { }1 2 3, ,  y el codominio es B = −{ }1 0 1 3 6 7 9 13, , , , , , , .

Observamos:

•   En la primera columna deben aparecer, una sola vez, todos los elementos del dominio, pero en la segunda 
columna no es necesario que estén todos los elementos de B. Esta situación queda representada en el diagra-
ma .

•   Los elementos de la segunda columna son aquellos elementos de B que fueron asociados a algún ele-
mento x de A. Recordamos que dichos elementos de B constituyen el conjunto Im f llamado la imagen o 
rango de la función f. En este caso Im , ,f = { }1 3 6 .

•   En general, al dar una tabla de dos columnas, donde en la primera de ellas no hay elementos repetidos, 
se establece una función tal que: su dominio está formado por los elementos que aparecen en la primera 
columna; su imagen es el conjunto formado por los elementos de la segunda y la regla de asociación 
es la que relaciona a cada elemento x de la primera columna con el elemento f(x) que está en el mismo 
renglón. En el ejemplo anterior tenemos: f ( )1 1= , f ( )2 3=  y f ( )3 6= .

Ejemplo

Decidir si la tabla determina una función y de ser así, establecer su dominio, imagen y regla de asociación.

x f(x)

1 1

2 3

3 6

x y

2 9 6

2 5 4

2 2 3

2 4

6 3



 Solución:

Como en la primera columna no hay repeticiones, entonces sí determina una función.
El dominio de la función es: 

A = − − −{ }9 5 2 2 6, , , , ..

El rango o imagen es: 

B = { }3 4 6, ,

y la regla de correspondencia f es la que hace las siguientes asociaciones:

29  →  6

25  →  4

22  →  3

   2  →  4

   6  →  3

2.  Mediante una fórmula. En este modo, la regla de correspondencia se expresa mediante una fórmula que 
pueda ser evaluada en cada elemento x del dominio, de manera que esa evaluación produzca un resultado 
único y f x( ( ))= .

El siguiente es un ejemplo de este modo de presentar la regla de correspondencia.
Consideremos la función f : → , cuya regla de correspondencia es y x= 2 . Es decir, mediante la fór-

mula establecemos la regla consistente en asociar a cada natural x su doble 2x. Así, f x x( ) = 2  para cada natu-
ral x, en particular:  f ( )1 2= , f ( )7 14= , etcétera.

En este ejemplo, el dominio y codominio de la función es el mismo conjunto: el de los números natura-
les; en tanto que, la imagen es el conjunto formado por los pares positivos.

Es claro que para esta función es más cómodo este modo de dar la regla de asociación que el tabular.

Ejemplo

Decidir si la fórmula y x= +1 determina una función de los reales en sí mismos.

 Solución:

Al evaluar el lado derecho en un real cualquiera x obtenemos un único número real x +1.
Por tanto, tenemos que la fórmula sí determina una función de los números reales en sí mismos, y que según 

ella a cada real x se le asocia el real f x x( ) = +1.

Por ejemplo, f −( ) =1 0, f 0 1( ) = , f 3 3 1( ) = + , etcétera.

3.  Mediante una combinación de fórmulas. Podemos partir al dominio en varios pedazos, ajenos entre sí, y 
usar en cada uno de ellos una fórmula para obtener los valores asociados a sus elementos.

◆ Modos de expresar la regla de correspondencia de una función  �
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 Por ejemplo, el conjunto de equipos participantes en la Primera División de la Liga Mexicana de Fútbol está 
dividido en 3, que llamamos grupos: 1, 2 y 3. La función que asocia a cada equipo su número de grupo se 
escribe del modo siguiente: 

f x

x

( ) =
∈1 si América, Atlante, Morelia, Sinalooa, UAG, UNAM

si Atlas, C. Azul, Guada

{ }
∈2 x llajara, Puebla, Toluca, UANL

si Chiapa

{ }
∈3 x ss, Monterrey, Necaxa, Pachuca, Santos,Veraccruz{ }






 .

Aquí usamos las fórmulas: y = 1, y = 2 y y = 3 según el pedazo del dominio que estemos considerando.

Ejemplo

Encontrar las imágenes correspondientes a los valores x = −4, x = 2 y x = 7 para la función definida por: 

f x
x x

x x
( ) = − + ∈ −[ )

∈[ ]




1 6 2

2 2 7

si

si

,

, .

En este caso el dominio está compuesto por los conjuntos −[ )6 2,  y 2 7,[ ]; es decir, el dominio es el interva-
lo −[ ] = −[ )∪[ ]6 7 6 2 2 7, , , . En el pedazo −[ )6 2,  se usa la fórmula y x= − +1 y para la porción 2 7,[ ] se usa 
y x= 2 .  

 Solución:

•  − ∈ −[ )4 6 2,  por tanto, usamos la fórmula f x x( ) = − +1: 

f − = − − + =( ) ( )4 4 1 5.

•  2 ∈[ ]2 7,  por tanto, usamos la fórmula f x x( ) = 2  : 

f 2 2 2 4( ) = ( ) = .

•  7 ∈[ ]2 7, , por tanto usamos la fórmula f x x( ) = 2  : 

f 7 2 7 14( ) = ( ) = .

A toda función cuya regla de asociación esté definida según este tercer modo se le denomina función com-
binada o función a pedazos.

Igualdad de funciones
Decimos que dos funciones y sonf g iguales si:

Tienen el mismo dominio.

Tienen la

i)
ii) misma regla de correspondencia, es decir,

ff x g x

x

( ) = ( )
para todo en el dominio.

Ejemplos

1. Determinar si las funciones f y g son iguales, si 

f x x Dom f g x x( ) = = ∞[ ) ( ) =; , ;0 2, DDom g = ∞[ )0, .



 Solución:

Las funciones tienen el mismo dominio, entonces sólo debemos ver si la regla de correspondencia es la misma.
Para x ≥ 0 es lo mismo x2  que x entonces 

g x x x x( ) = = ≥2 0, ya que .

Por tanto, las funciones son iguales.

Hacemos dos observaciones respecto a este ejercicio.

•  Para x < 0, x x2 = − , ya que con  nos referimos a la raíz cuadrada no negativa. Así −( ) = − − =3 3 32 ( ) .

•   Es de resaltarse que si definimos f x x( ) = , con Dom f =  , entonces aunque la regla de asociación de 
f no cambió, tenemos que f y g no son iguales, ya que sus dominios no coinciden.

2. Determinar si las funciones f y g son iguales. Si 

f x
x x

x
Dom f g x( ) = −( ) +( )

−
= { } ( )2 2

2
2; , \ == + =x Dom g2; .

 Solución:

Como los dominios de las funciones son distintos entonces las funciones no son iguales, no obstante que 

x x

x
x

−( ) +( )
−

= +
2 2

2
2,

para todo x donde ambas funciones están definidas, o sea si x ≠ 2 .

Ejercicios

En cada caso determina el dominio, la imagen y la regla de correspondencia.

 

1.

 

x f(x)

24 1

0 2

2 3
 

2. 

x f(x)

22 210

23 27

28 215
 

3.

 

x f(x)

6 29

8 2.5

10 0.8

 4.

  

x f(x)

1 2

2 25

3 0

4 5

5 26
 

5. 

x f(x)

23 11

21 21

2 215

12 26

25 11
 

6.

  

x f(x)

29 217

27 213

25 29

23 25

21 21

◆ Modos de expresar la regla de correspondencia de una función  �
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En cada caso evalúa la función en los puntos dados.

  7. f x x( ) = +5 3; x = −9, x = π , x = 5, x = 1
2

  8. f x x( ) = −2 1; x = −3, x = −1, x = 0, x = 2

  9. f x x( ) = + 3 ; x = −2, x = − 1
3, x = 0, x = −3

10. f x
x

( ) = 1
; x = − 1

5 , x = −2, x = 8, x = 5
9

11. f x x x( ) = + +2 6 9; x = −4, x = −1, x = 3, x = 7

12. f x
x

x
( ) = −

+
6

2
; x = −10, x = 6, x = 2, x = 3

13. f x
x x

x x
( ) = ∈ −( )

+ ∈[ ]




si

si

8 2

3 2 2 12

,

,
; x = −6 25. , x = 0, x = 2, x = 11

14. f x
x x

x x
( ) =

∈ − −[ ]
∈ −( ]





5 4 1

8 1 3

si

si

,

,
; x = −2, x = −0 5. , x = 1, x = 5

2

15. f x
x x

x x
( ) = ∈ −[ )

− ∈( ]




2 3 5 2 5

7 9 6 20

si

si

. , .

,
; x = −3 5. , x = −2, x = 12 , x = 18

16. f x
x x

x x
( ) = + ∈( ]

− ∈( ]






2 15 64

8 10 152

si

si

,

,
; x = 11, x = 15, x = 36, x = 49

En cada caso determina si las funciones dadas son iguales.

17. f x x x Dom f( ) = + + =2 10 25  ; g x x( ) = + 5   , Dom g = 

18. f x
x

x
( ) = −

+

2 16

4
, Dom f = −{ } \ 4 ; g x x( ) = − 4, Dom g = 

19. f x
x

x
( ) = +

−
12

1442
, Dom f = −{ } \ ,12 12 ; g x

x
( ) =

−
1

12
, Dom g = −{ } \ ,12 12

20. f x x x( ) = − +2 6 9 , Dom f = ; g x x( ) = − 3 , Dom g = 


